
O po£tu prvo£ísel men²ích neº n¥jaká zadaná

veli£ina.

Bernhard Riemann

5. dubna 2012

p°eloºil RNDr. Karel Va²í£ek

(Monatsberichte der Berliner Akademie, listopad 1859) Mn¥ se zdá,
ºe pod¥kování za £est, kterou mn¥ prokázala Akademie, kdyº m¥ zvolila mezi
své korespondenty, mohu nejlépe vyjád°it tím, ºe, kdyº bez me²kání vyuºiji
poskytnuté právo, u£init sd¥lení o svých výzkumech v oblasti rozloºení prvo£ísel,
tj. o otázce, která, moºná, nezdá se zbavenou zájmu, kdyº zmíním, ºe v pr·b¥hu
dlouhé doby poutala pozornost Gausse a Dirichleta.

V t¥chto výzkumech mn¥ slouºila jako východisko ta okolnost, ºe, jak bylo
poznmenáno Eulerem, platí vztah
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ns , p°i£emº p probíhá zde v²echna prvo£ísla, a n - v²echna

celá kladná £ísla. Funkci komplexní prom¥nné s, p°edstavované t¥mito iden-
ticky rovnými vyjád°eními, pokud konvergují, ozna£uji pomocí ς(s). Ale ob¥
konvergují jen v tom p°ípadu, kdyº reálná £ást s je v¥t²í neº 1; ostatn¥, lehce
je moºné stanovit i takovou reprezentaci uvedené funkce, které neztrací smysl

ani p°i takjových hodnotách s. Z rovnice .
´∞

0
e−nxxs−1dx = Π(s−1)

ns se obdrºí

nejd°íve Π(s− 1)ς(s) =
´∞

0
xs−1dx
ex−1 .

Te¤ se uvaºuje integrál
´ (−x)s−1dx

ex−1 , kde se jako integra£ní cesta p°ijímá
k°ivka, jdoucí od +∞ do +∞ a obepínající oblast, ve které krom¥ x = 0 nejsou
singulární body funkce, stojící za integrálem, lehkce se p°esv¥d£íme, ºe tento

integrál se ttransformuje do tvaru (e−nsi − ensi)
´∞

0
xs−1dx
ex−1 , za p°edpokladu, ºe

v mnohozna£né funkci (−x)s−1 = e(s-1) log(−x) logaritmus (−x) je tak ur£en,
aby byl reálný p°i záporných hodnotách x . Odsud uzav°eme, ºe 2 sinπsΠ(s −
1)ς(s) = i

´∞
∞

(−x)s−1dx
ex−1 , kde integrování se uýskute£ní tak, jak toto bylo práv¥

vysv¥tleno.
Tato poslední rovnice nám te¤ dává hodnotu funkce ς(s) pro kaºdé libovolné

komplexní s a ukazuje, ºe ta je jednozna£ná i pro v²echny kone£né hodnoty s,

krom¥ 1, je kone£ná, p°itom ta se prom¥ní v nulu, kdyº s se rovná n¥jakému
zápornému sudému £íslu. (1)

Kdyº je reálná £ást s záporná, pak hodnota funkce za integrálem si neko-
ne£n¥ velkým modulem hodnotách x jsou nekone£n¥ malé, a proto je moºné si
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p°edstavit, ºe integrace se uskute£¬uje ne v kladném sm¥ru po k°ivce, obepína-
jící vý²e vzpomínanou oblast, a v záporném sm¥ru po k°ivce, obepínající te¤ tu
oblast, kterou jsme d°íve uvaºovali jako leºící vn¥ k°ivky. Ale v této poslední ob-
lasti funkce, stojící za symbolem integrálu, je nespojitá, jmenovit¥ odpovídající
hodnotám x, mnohonásobným v ±2πi,a tudíº, integrál je roven sum¥ integrál·,
vybraných v záporném sm¥ru po drahách, obklopující takové hodnoty. Inte-
grál, vybraný po dráze, obklopující hodnotu n2πi, je roven = (−n2π)s−1(−2πi),
proto se obdrºí vztah

2 sinπsΠ(s − 1)ς(s) = (2π)sΣns−1((−i)s−1 + is−1), tedy vztah mezi ς(s)
a ς(1 − s). Vyuºijeme-li známé vlastností funkce Π, tento výsledek je moºné
vyjád°it i takovým zp·sobem: vyjád°ení Π( s

2 − 1)π−
s
2 ς(s) z·stane nezm¥n¥ný,

kdyº se s zam¥ní za 1-s .

Tato vlastnost funkce ς(s) mn¥ podnítila, v obecném £lenu °ady
∑

1
ns uvést

sou£initel Π( s
2 − 1) místo Π(s− 1); p°i tom se získá
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